Model konkurujicich si rizik. Sledovani mize byt ukon-
¢eno z k pricin, které nastavaji v ¢asech

X17°°°7Xk7

coz jsou nezavislé n.v. pozorovatelné pouze hypoteticky. Zname
jen dobu sledovani a pri¢inu ukonceni

W:mian, (Il,...,lk), kde Ij :X[W:Xj]°

Jsou-li rozdélen1 X ; spojita, muzeme je charakterizovat inten-
zitami

)\J(ZE) = }{E%P[XJ c (ilf,fU‘l‘h) ’ Xj > 33]/h

. ! .
tj. \j = fj/(1 = Fj), Fj(t) =1 —exp(— [, A;), kde Fj, f; jsou
distribucni funkce a hustota X;.

Je PII; = 1| W] =\, (W)/ X, A(W).

Priklady. Zaméstnanci je prfi ukonceni zaméstnani priznana

V/\Ve

véd, vznik invalidity, amrti, odchod do diichodu).

Predcasné ukonceni splatek pojistného miuze znamenat rtizné

nuti pojisténého).
V pojisténi invalidity je vyplacena rtizna c¢astka podle zptisobu

vzniku invalidity (nemoci, trazem).

Ve zdravotnim pojisténi se zajimame nejen o analyzu tmrt-
nosti, ale také o pric¢iny smrti (kardiovaskularni choroby, rako-
vina, Graz, jiné).



Model. Méjme n. vybér k-tic nezavislych Exp(\1), ..., Exp(Ag)
rozdélenych n.v. rozsahu n, resp. z kazdé k-tice je pozorovano
jen jeji minimum, véetné jeho identifikace,

W, (I, ..., 1)), i=1,...,n,

coz vede k vérohodnostni funkci

L=e 28T[AP,  kdew=Ywi,5=1I

j i i

pro Aj, ..., A;. Dalsi potfebné parametrické funkce jsou

Hj :1/)\j7 Rj(t):e_kjta )‘:Z)‘ja Dj :)\j/)‘a
piipadné v; = (A — A;)/A; = 1/p; — 1.
Odhady. Prirozeny konjugovany systém je tvoren rozdélenimi,

kde A1,..., A jsou nezavislé, A, ~ G(a,q;). Pak také \ ~

G(CL, Q), kde q = ZQJa a (pla s 7pk) ~ D(Qla SR 7QI€) jsou ne-
zavislé. Pri takové apriorni hustoté a pri kvadratické ztratové

funkci dostavame bayesovské odhady

Aj

Y

Li+q - W +a — —(Ij+4q;)
— 0= R0 = (14 )

W +a 7o ILi4q—1 i) t Wia
n+q . Li+q . nt+gy—1

;) g hita s |
W +a bi n + q k I +q; —1

Vezmeme-li apriorni rozdéleni s tymz rozdélenim (a pak i od-
hady) pro p1, ..., pk, nezavislym s A ~ G(a, ¢+ r), nebudou uz
Al ..., A\, nezavislé. Mame (A |p;) ~ G(a;/p;,q+1) a odhady
n+q-+r PUINYZW R

W+a )‘j — Aﬁj? a Hj — (1/)‘)(1/pj)'

Hodnoty ¢ = 0,q; = 1/2,r = —k/2 odpovidaji Jeffreysove
apriorni hustoté.

)\ =



Jiné zobecnéni predpoklada nezavisla A\, ~ G(a;,q;), ] =
,...,k,lpak A p1,y--spk) ~ GO_ajp.q) a (p1,-..,0x) ~

(ITpy )/ (X ajp;)?. Mame

~ I; +q, ~ W + a; — —(Lj+4;)
=2 h = ],R-t:(l L ) .
J W—|—ij J Ij+Qj—1 ‘7() +W+aj

A= ad; =0;3,,;\. Odhad p; lze pro k = 2 vyjadiit
pomoci hypergeometrické funkce jako
pr=
1 p—
L +q

o F1 (L, I +q,n+q+ 1,1 = (W +a1)/(W + az)),

kde Fy(a,b,c,2) = Yoo WO 2 (3), = 2(z+1)...(z +
k—1).

Vezmeme-li v ivahu vSechna rozdéleni uvedena vyse, pri

Ta1,es@1,q1,eee5qr,m X H )‘g’j_l(z )‘j)r €Xp ( o Zaj)\?)

dochazime pri odhadovani k integrélﬁm

Q17 gk ,Tn
/ / Zagp] Jatm

-yPk = >0
pj_]-

Specialné pro m € N je mtzeme explicitné vyjadrit, nebo pro
k = 2 dochazime k 2F1.

Konvergence. ZVC a CLV pro W a I pfi n — oo poskytuji
konvergenci skoro jisté a v distribuci, napft.

V(= Aj) = \/ﬁ(‘%/iqé - Aj)

~ g [V =) = v (S = $) | ~ ANy




Dokonce pro f{j (t) = (%)Iﬂ 14 uvazovany jako ndhodny

proces mame

Vi(R; — Rj) —— Z v C([0,00)),

n—oo
kde Z je Gaussovsky s cov(Z(s), Z(t)) = s te_/\j(sﬂ))\?/pj, a
to porovnanim s e_’\jt\/ﬁ(%ﬁt — Ajt).

Bayesovska rizika. V pripadé prirozeného konjugovaného
apriorniho rozdéleni, kdy W ~ a B2(q,n), napt.

2 I + g g q(g+1)
BRN, =B -2 "% _ (pd 4 |
=B T T e gt g+ D)
BRO. — E (W +a)®
T+ D21+ g - 2)
_ l CL2 Ep_3+0(1/n2)
n(g—1)(g—2) "/ ’

nebo po vicenasobném odhadovani

BRR/\t _el( 2t —(I;+4q5) | t —2(I+q;)
j()_ (+W—|—a) _(+W+a>

ot (I ta o 1+ g
_ E(tZe 20(1;+q;)/(W+ )(I/Ij/—l—aj)Q) +0(1/n2)

1
= —t?Ee 2%p;A\? + O(1/n?).
n
Pouzijeme-li misto bayesovského Xj jiny odhad Xj, je
BRX; = E(\; — X;)2 = BRX; + E(\; — ;)2
Daji-li se rizika rozvinout ve tvaru

~ C a 1 ~ C b



definujeme asymptotickou deficienci Xj vzhledem k Xj jako
(b—a)/c. Napt. pro A = (I; + q;) /(W + a)

BG -2 g (W6 —8) L= + i —ga\’
(W +a)(W +a)
1 B B - ~
= 5 El(g; —3)°\ —2(g = §j)(e —@)p; A" + (a = @) *pj A
+ 0O(1/n%),

coz vicéi A; znamena deficienci

q ~ q+ 2 - »
—(qj — @;)* = 2—(¢j — ¢j)(a — @)
q; a
4j ~\ 2
— 9 3 (q —
+a2q+1(q+ )(q+3)(a —a)

Obecnéji. Pro intenzity tvaru A;(¢t) = 0,u,(t), kde p;(t) je
znama, je situace podobna, napf. pii nezavislych G(a;,q;) je

n W
0; = (I; +q;)/(W; +a;), kde W; = Z/ pj(t) de.
i=1"0



Vicestavovy model. RozlisSujeme stavy, ve kterych se osoba
muze nachazet a sledujeme zmény stavii v case. Chovani je
popsano intenzitami prechodu

Nij(x,t) = }lbiir%)P[Stav j v Case x + h | stav ¢ v Case x trva t]/h

Pro \;j(x,t) = \ij(x) se jednd o markovsky proces.

Priklady. V nemocenském pojisténi mize pobyvat osoba ve
3 stavech: zdravy, nemocny, mrtvy.

Oy -
H < ~ S
px,t
,uaz\k ,/Vsc,t
D

Pritom intenzity vystupu ze stavu nemocnych budou zaviset
nejen na veku, ale také na dobé od zacatku nemoci.

V pojisténi invalidity je rozliSena invalidita v disledku nemoci
a urazu, podle charakteru invalidity muze byt predpovézena
trvala ¢i docasnd invalidita, ¢i rozliSeno vice stupnt invalidity.

Model s konstantnimi intenzitami. Pro konstantni inten-
zity prechodu A;; mezi m prechodnymi a k absorpénimi stavy
vede sledovani n jedinct k vérohodnostni funkci

™m ™m
Io; -\ Wi Iij _
(LLpor) ITE " TIAG) xi=2 %
i=1 i=1 ji ji
Vystupy ze stavu probihaji jako v modelu konkurujicich rizik,
ovsem pocet vystupu ze stavu 7 je ndhodny

Ni=> Lj  Ni/n—ps/1—p})s. .
J#1



Predpokladame-li obdobna apriorni rozdéleni, napr. nezavisla
>\7jj ~ G(CLZ’, qij), ihned

L+ gy 7. Wi+ a; N Ni + ixj — L

A Wi—FCLi’ w:Iz’j—qu’j—l’ T = I¢j+qij—1 ’
o~ N; + q; R Lii +qii —= —(Li5+qij5)
N = i i.:ngi.t:(l t )

Wi+ a; Pis N; + q; i) T Wit 7

pricemz konvergence s. j. i v distribuci ztustava zachovana. Pro
m = 2 dostaneme bayesovska rizika

~ 1 1 R 1 1
BRA1; = —(ab+ cd) + O(=), BRp1j = —(ae+cf) + O(=),

n n n n?

kde b, d, e, f jsou zlomky, napr. b = q‘il(gfi‘”i), a Pro a a ¢ mame
1 <a<minE-2L, 271) 54 21 < ¢ < min(l,2LE L), Pro
- = po1’ g21—1 Q2 — @ — g2 Po1

por =1jea=1,c=qu/q.

Pro intenzity tvaru A;;(z,t) = 0;;u:;(x,t), kde p;;(z,t) jsou
znamé, s apriornimi nezavislymi 6;; ~ G(a;j, ¢i;j) je

Oij = (Lij + i)/ (Wij + aiz) s Wi = Z/O pii (T7 1) dt.
/=1



Priklad. V pripadé ukonceni pojisténi pred casem t z pri-
¢iny 1 dojde k vyplaté jednotkové ¢astky. Pojistné dle principu
stfedni hodnoty je

P=(1+a)1-e*)p,.

Predpokladame-li nezavisla G(a, g;) rozd€leni pro intenzity ;,
pak bayesovsky odhad

P=(1+a)1—E( | W)E(p | L)
W+a N1 1L +¢1
=@+ a1 )]
(1+a) W+a+t n+q
ma bayesovské riziko
BR P I I 1 £ \nta
RP o (hta)hi+tat ){1_2(1+ )

(1+a)2 (mn+q)(n+qg+1) W +a
n+q 1 1)? n+qq 2
+ (1+ Wz—ti—a) ) } - ((In:i_l—cc]]))Q {1_ (1+ Wt—ka> }

_ 2t2(I1 + q1)?
—FE 2t(n+q)/(W+a) O(1 2
© Wtaln+qrl) (1/n)
42

_ t? alqi(q1 + 1)
— U Ee 22222 1 0(1/n2) = =
nC pr+O0/n7) n (a+ 2t)a+2

+ O(1/n?).



Piiklad. Wi W2, ... ~ Exp(\ ) doby mezi skodami nezavislé

s velikostmi skod Y*! Y2 ..., pfidemz P[Y' = ¢;] = pj, j =
1,...,k.

Pozorovanim za dobu t zjistime pocty I, skod ve vysi c¢;, vé-
rohodnostni funkce pro A\, p1,...,px je

_ I
L=e ][\ (A\j = Apj).
Celkovy pocet skod za dobu t je N = } . I; ~ Po(At) a celkova
skoda S =37 Y m4

ES = )\thjpj = thj)\j, var .S = )\th?pj = th?)\j.
Veli¢iny X! ~ Exp()1),..., X: ~ Exp(\x) z modelu konkuru-
jicich si rizik predstavuji i-tou dobu ¢ekani (s moznou skodou
c1,.-.,Ck), celkova doba pozorovani je W = t.

Za predpokladu nezéavislych G(a;, g;) apriornich rozdéleni pro
A; pak napf. pro pojistné na jednotkové obdobi dle principu
rozptylu,

P=) eiditad A=) (¢+ad);,
mame bayesovsky odhad
P= Z(Cj + ozc?)xj = Z(Cﬂ + ac?)

s bayesovskym rizikem (d; = ¢; + OzC?)

Ij+Qj
t+ a;

~ I; + q;

_ 2 | 2 J
BRP_EE divar(A\j | I1,..., 1 EE d; iT+ay)
_E: 2Elvpj—|—q] }: thj/aj+qj _N 2 U

Ta;(t+aj)



